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RESUMEN

El algebra lineal es clave en ingenieria y tecnologia, con aplicaciones en mecanica vectorial, investigacion
de operaciones, estadistica, analisis de datos y sistemas inteligentes, entre otros. Sin embargo, su
ensefianza es altamente abstracta, dificultando su comprensién mas alla de los sistemas lineales. Este
proyecto propone una metodologia innovadora basada en el constructivismo y el Aprendizaje Basado en
Ejemplos (ABE), estructurada bajo el modelo instruccional ADDIE para disefiar materiales educativos
que facilitan la conexion entre la teoria y la practica. Se desarrollaron y evaluaron ejemplos con el apoyo
de especialistas en educacion matematica y tecnologia educativa, cuya efectividad fue validada
posteriormente en una prueba piloto con estudiantes. Las mediciones y analisis de tipo estadistico y
cualitativo muestran un impacto positivo en la comprension del algebra lineal, lo cual representa
evidencia de ser un enfoque efectivo para mejorar su ensefianza en la formacion de futuros ingenieros.

ABSTRACT

Linear Algebra is fundamental in engineering and technology, with applications in vector mechanics,
operations research, statistics, data analysis, intelligent systems, among others. However, its teaching is
highly abstract, making it difficult to understand beyond lineal systems. This project proposes an
innovative methodology based on constructivism and Example-based Learning (EBL), structured under
the ADDIE instructional model, to design educational materials that bridge theory and practice.
Examples were developed and evaluated with the support of specialists in math education and
educational technology. Findings from measurements, and statistical and qualitative analysis show a
positive impact on the understanding of linear algebra, representing evidence of an effective approach to
improving its teaching in the education of future engineers.

ANTECEDENTES

Desde sus inicios en el siglo XVIII, el algebra lineal ha experimentado una evolucion
significativa mas alla de resolver ecuaciones lineales, consoliddindose como una disciplina
esencial en matematicas aplicadas. En la actualidad, este campo es fundamental para areas
como ciencia de datos y aprendizaje automatico, donde proporciona el marco matematico
para la representacion y manipulacién de datos. En este contexto, los datos se representan
mediante matrices y vectores, facilitando célculos esenciales, lo que ha impulsado atn mas
su relevancia en el &mbito tecnolédgico.

Asimismo, en mecanica vectorial, permite modelar y analizar fuerzas y movimientos en
estructuras complejas. En investigacion de operaciones, sustenta modelos de optimizacion y
toma de decisiones de sistemas industriales y logisticos. En estadistica y andlisis de datos,
facilita el desarrollo de modelos, y en sistemas dindmicos, es clave para estudiar la estabilidad
y evolucion de procesos fisicos y computacionales.
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A pesar de su amplia aplicabilidad, la ensefianza de Algebra Lineal enfrenta desafios
significativos debido a su alto nivel de abstraccion y formalismo matemadtico. Diversos
estudios e informes sobre su aprendizaje destacan reiteradamente las dificultades que
enfrentan los alumnos en esta materia (Dogan, 2018). Esto se refleja claramente en una muy
citada reflexion de Carlson (1993), basada en su experiencia impartiendo cursos
introductorios de Algebra Lineal a estudiantes universitarios: “... mis alumnos sienten como
si entraran en una niebla, ..., una niebla muy densa, ...”.

Si bien los entornos de aprendizaje han evolucionado desde entonces, lo cierto es que para
docentes que hayan impartido esta asignatura coincidiran con esta percepcion, especialmente,
cuando se estudian los temas de espacios vectoriales, el Teorema Fundamental del Algebra
Lineal y su segunda parte de complementos y bases ortogonales (Taguchi, 2020).

Uno de los factores que contribuyen a la dificultad en su aprendizaje, son los enfoques que,
o bien, se centran en la memorizaciéon y mecanizacion, o bien, en la axiomatizacion de
conceptos y demostraciones, sin considerar que en ingenieria se requiere de una comprension
de coémo aplicar dichos conceptos y hacer conexiones con sus aplicaciones practicas. De
hecho, la evidencia sugiere que aquellos estudiantes que se involucran en actividades que
fomentan el razonamiento matematico, superan a estudiantes de ingenieria que practican
problemas rutinarios (Wesenberg et al., 2025). Esto implica que habilidades matematicas
pueden desarrollarse con estrategias adecuadas.

Por ello, es crucial el desarrollo de metodologias didacticas innovadoras que reduzcan la
brecha entre la teoria y la aplicacion, facilitando una ensefianza mas efectiva en el contexto
de la formacion de ingenieria. En este sentido, se puede considerar el disefio y uso de recursos
y materiales educativos que faciliten la vinculacion entre la teoria y la préactica,
familiarizando a estudiantes con conceptos y razonamiento matematico mediante
ejemplificaciones.

El Aprendizaje Basado en Ejemplos desarrollados (ABE) es un enfoque educativo que brinda
soluciones a estudiantes para comprender el proceso de resolucion de problemas y desarrollar
estrategias propias (Renkl, 2021). Entre sus beneficios, destaca su capacidad de ilustrar la
teoria mediante situaciones practicas que incluyen la formulacion del problema, los pasos y
la solucion final.

El objetivo es implementar una metodologia para el disefio y desarrollo de ejemplos
educativos innovadores, que no solo aborden aspectos de abstraccion, generalizacion y
formalismo de la disciplina, también hagan visible sus aplicaciones en ingenieria, a través
del uso de tecnologia educativa y enfoques interactivos. Este estudio forma parte de un
proyecto de innovacion educativa y tecnoldgica aprobado en el 2024, que desarrolla
diferentes materiales para mejorar la ensefianza del Algebra Lineal para la carrera de
Ingenieria Industrial de la FES Aragon-UNAM.

Los ejemplos incluyen procesos completos de solucion de problemas, representaciones
diversas y explicadas, asi como estan alineados a objetivos de aprendizaje. A partir de ello,
se plantea la pregunta de investigacion; ;jcomo desarrollar ejemplos innovadores y recursos
educativos mediados por tecnologia que presenten procesos completos de solucion de
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problemas para mejorar la ensefianza del Algebra Lineal en carreras de ingenieria? La
relevancia de este estudio radica en la necesidad de superar las barreras de abstraccion
asociadas con la materia de Algebra Lineal. Al reforzar el vinculo entre conceptos
matematicos y sus aplicaciones practicas en ingenieria, este enfoque promueve un
aprendizaje mas activo y contextualizado.

Se espera que esto tenga un impacto positivo en el rendimiento académico de estudiantes,
facilitando su trayectoria universitaria y su formacion profesional. Actualmente, este
proyecto cuenta con una metodologia definida y una bateria de recursos digitales,
encontrandose en una fase de prueba piloto y medicion de efectos. El siguiente paso es la
definicion de esquemas de evaluacion. Al abordar los desafios de la ensefianza de algebra
lineal con herramientas pedagdgicas innovadoras y tecnologias educativas, este proyecto
tiene el potencial de transformar la formacion de futuros ingenieros, proporcionando
soluciones practicas para superar dificultades educativas existentes.

METODOLOGIA

El Aprendizaje Basado en Ejemplos Desarrollados (ABE) es una metodologia que favorece
el desarrollo de habilidades cognitivas mediante el uso de recursos educativos interactivos.
Sweller y Cooper (1985) demostraron que la presentacion de ejemplos resueltos en
matematicas, desglosando cada etapa necesaria para resolver un problema o completar una
tarea, reduce significativamente la carga cognitiva de estudiantes durante la adquisicion de
conocimiento. Al proporcionar modelos claros, se facilita la generalizacion de principios y
la aplicacion de conocimientos a nuevos problemas (Calvillo et al., 2015).

En dominios como las matematicas, el ABE plantea que los alumnos, primero, estudien
ejemplos resueltos y luego, intenten resolver problemas de manera autonoma. Este enfoque
puede reducir la ambigiiedad instructiva asociada a otros métodos como el Aprendizaje
Basado en Problemas (ABP) o en Proyectos (ABP) (Wesenberg et al., 2025).

Para esta investigacion, el ABE se sustenta con dos pilares principales: el constructivismo,
como enfoque pedagogico y un disefio instruccional estructurado, para el desarrollo de
ejemplos.

Desde el constructivismo, el aprendizaje es un proceso activo en el que los estudiantes
construyen significados a partir de la interacciéon con materiales educativos y contextos de
aprendizaje (Martinez, 2021). Este enfoque guia la implementacion de recursos interactivos
disefiados para fomentar la reflexion y el aprendizaje significativo en asignaturas como el
Algebra Lineal.

Sobre el disefo instruccional, se utiliz6 el modelo ADDIE (Analisis, Disefio, Desarrollo,
Implementacion y Evaluacion), como marco para estructurar los ejemplos (Seel et al.,
2017), conforme a sus conceptos descritos en la Tabla 1.
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Tabla 1. Etapas del modelo ADDIE.

Concepto Descripcion

Andlisis Identifica causas probables de bajo desempeno y necesidades de aprendizaje.

Diseno Define reglas, patrones subyacentes y procesos completos para la solucion del
ejemplo.

Desarrollo Crea y valida recursos educativos, integrando representaciones multiples.

Implementacion Prepara el ambiente de aprendizaje y motiva a estudiantes.

Evaluacion Valida la calidad de productos y procesos instruccionales, antes y después de la
implementacion.

En la Tabla 1, cada una de estas fases de trabajo se constituye en criterios significativos para
contextos especificos, al respecto, se realizo lo siguiente:

+ Analisis: Se identificaron necesidades especificas de aprendizaje que fueron sustentadas
por la teoria:

e Comprension conceptual: Dificultad para conectar representaciones algebraicas y
geométricas, asi como comprender definiciones formales y combinaciones lineales
(Bouhjar et al., 2021). Esto impacta en temas como independencia lineal, espacios
vectoriales, bases y eigenvectores (Bernier y Zandieh, 2024).

e Pruebas y demostraciones: Problemas al decidir cuando, qué tipo y como aplicar
axiomas en espacios vectoriales, producto interno y transformaciones lineales
(Caglayan, 2015).

e Flexibilidad cognitiva: Dificultad para analizar, sintetizar y aplicar creatividad frente
al formalismo de algebra lineal (Dogan, 2018).

e Simbolismo y operaciones: Errores en la manipulacién de procedimientos como
multiplicacion de matrices, eliminacion gaussiana, distincion entre un escalar cero y
un vector nulo, y obtencion de combinaciones lineales (Serbin et al., 2020).

e Participacion y compromiso: Falta de una interaccion en clases, debido a la
abstraccion de contenido y la escasez de representaciones concretas y visuales
(Dogan, 2018).

e [Estrategias instruccionales: Necesidad de discusiones explicitas sobre objetos,
simbolos (Harel, 2017) y operaciones matematicas (Serbin et al., 2020).

e Uso de la tecnologia: La mayoria de los recursos como simulaciones interactivas,
plataformas, recursos educativos suelen enfocarse en procedimientos mecanicos y no
en fortalecer habilidades matematicas en forma integral (Caglayan, 2018).

+ Disefio: Los ejemplos que se desarrollaron tomaron en cuenta dos tipos de caracteristicas.

e Caracteristicas estructurales que definen la regla o concepto a ejemplificar y patrones

subyacentes (Renkl, 2021), que incluye procesos completos de solucion de problemas
((Wesenberg et al., 2025).

e Caracteristicas superficiales, son adicionales y no excluye a la primera. Por ejemplo,

representaciones multiples (lenguaje natural/ textual, geométrico/ grafico, numérico,
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algebraico/ analitico y animaciones), para fortalecer habilidades matematicas
avanzadas, como el razonamiento, abstraccion y analisis.

+ Desarrollo: Se seleccionaron herramientas tecnologicas en una plataforma de aprendizaje,
en el que los estudiantes interactiian con conceptos matematicos de manera dinamica.

+ Implementacion: Los ejemplos desarrollados se validaron con especialistas, en sesiones
con la siguiente dinamica:
e Introduccion conceptual
e Exploracion de ejemplos resueltos
e Discusion de estrategias pedagogicas

+ Evaluacion: Se validaron ejemplos mediante dos etapas, (a) una revision técnica por
especialistas, para asegurar la alineacion de los ejemplos con los resultados esperados,
(b) una aplicaciéon en una prueba piloto, en un entorno controlado para medir su
impacto en el aprendizaje.

Los datos obtenidos permitieron identificar aspectos no cubiertos y generar recomendaciones
para su implementacion futura en cursos de Algebra Lineal. El alcance inicial de esta
investigacion se centra en evaluar la viabilidad y efectividad de los ejemplos desarrollados
para abordar desafios de abstraccion y formalismo de dlgebra lineal en contexto de ingenieria.

RESULTADOS

En el desarrollo de este proyecto se aplicaron los principios del constructivismo como base
teorica, junto con el modelo ADDIE, para guiar la creacion y evaluacion de los recursos
educativos.

Analisis: Se identificaron y priorizaron cuatro necesidades (a) comprension y conexiones
conceptuales para fortalecer la relacion entre conceptos de algebra lineal con la vida real (b)
estrategias instruccionales, con un proceso de solucion completo (c) uso de la tecnologia,
para mejorar la interactividad y experimentacion y (d) simbolismo y operaciones, para
mejorar la notacion y procedimientos matematicos.

Disefio: Para la etapa de disefio, se reviso bibliografia especializada sobre aplicaciones de
algebra lineal y se consultd a expertos en ingenieria y en matematicas. En funcion de estas
fuentes y la experiencia de los autores, se crearon ejemplos inéditos que reflejan el rol
fundamental del algebra lineal, mas all4 de casos tradicionales. Cada ejemplo desarrollado
se ajustd conforme a planes y programas de estudio. Asimismo, se integraron fines de
aprendizaje, capsulas de conceptos basicos (para contextualizar los temas), solucion
completa, aplicaciones web o codigo Python y evaluacion formativa para dar seguimiento de
aprendizaje.

Desarrollo e implementacion: Se crearon, de manera inicial, cinco ejemplos originales en
formato editable. La implementacién fue apoyada con dos becarios que migraron los
materiales a la plataforma de Genially, elegida por su capacidad de integrar ventanas
emergentes, pruebas interactivas y un disefio dindmico, alejandose de documentos estaticos
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en PDF. Los becarios apoyaron en el alojamiento del contenido de manera versatil durante
el segundo semestre del 2024. El enfoque fue destacar el valor pedagogico de los recursos
alojados en la plataforma, asi como promover la exploracion activa y la participacion del
estudiante mediante un enfoque centrado en el aprendizaje practico y significativo.

En la Figura 1, se muestra un extracto de un ejemplo desarrollado sobre procesamiento de
imagenes, donde se aplican operaciones bdasicas de algebra lineal (suma, resta y
multiplicacion por un escalar) en vectores y matrices.

Figura 1. Extracto de un ejemplo desarrollado.

Fin de
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El procesamiento de imagenes digitales utiliza ampliamente el dlgebra lineal. Una imagen digital estd constituida por pixeles, y
cada pixel contiene valores numéricos que representan el color en esa posicion.

En este contexto, los colores pueden representarse como vectores en un espacio tridimensional. En el modelo de color Rojo,
Verde y Azul (R, G, B), cada color se describe como un vector (r, g, b), donde cada componente indica la intensidad del color
primario correspondiente.

Por ejemplo, elrojoes (1,0,0) y el azul es (0,0,1). La suma de distintos colores, tales como, rojo mas azul, resulta en un tercer
color (1,0,1), que corresponde al magenta. Otro ejemplo es (0.5, 0.5, 0) cuya representacion es un color cercano al amarillo. °

La gama de colores posible proviene de la combinacién lineal de estos primarios, con valores que usualmente varian de 0 a 255.
Estarep ion refleja la a tricromatica de la visién humana, en la que los conos de la retina perciben longitudes de
onda correspondientes a estos colores bésicos, y el cerebro procesa la informacion de estas combinaciones.

Dado que una imagen digital puede considerarse como una matriz de pixeles, es posible aplicar operaciones lineales como la
suma, resta'y multiplicacion por un escalar, para modificar sus caracteristicas.

(a) ¢Esposible sumar o restar dos imagenes digitales?
(b) ¢Qué significa multiplicar un escalar por una matriz en el contexto de una imagen digital?

En la continuacion del mismo ejemplo, en la Figura 2, se presenta un fragmento, con el que
se puede experimentar, a través de herramientas interactivas y soportadas por programacion
en Python.

Figura 2. Continuacion de ejemplo desarrollado.

oe B

Suma de im4genes. Las matrices requieren tienen el mismo orden, por lo que se puede hacer la operacién:

Q11 Q2 .. Qip by by . i g+ by A+ bz o Gyt b
Az1 Gz v A by1 by v by A1+ b1 ayatbyy 0 Gaptbap
A+B=|0G31 Q32 .. Q3p|4|b3y b3y .. bsy|=|as1+b3y az;+bzy .. azp+bi,
U1 @z - Omn | A . A1+ b1 @z + bz o G + b

Veamos qué pasa con dos imagenes que tienen el mismo orden (pixeles):
®

PES ’

UNIVERSITY

La suma de pixel a pixel genera colores y formas agregadas. Puedes observar que el resultado del fondo blanco
de la primera imagen quedd cubierto por el fondo gris de la segunda, los pixeles se combinaron en las letras y
generaron nuevos colores.

Compartimos el cédigo en Python para que puedas experimentar;
https://drive.google.com/file/d/1ZeXyl TgX5pTwnxl619CtUjL7RnjssEOH /view?usp=drive_link
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Posteriormente, se invité a un grupo conformado 26 especialistas en educacion matematica
y tecnologia educativa, docentes y profesionales, que emplean algebra lineal en sus
actividades. Los participantes provenian de diversas instituciones como el Instituto Nacional
de Medicina, FES Aragén, FES Cuautitlan, Facultad de Ciencias, Facultad de Ingenieria,
Universidad Auténoma de Baja California Sur, Universidad Tecnologica de Altamira y
ENES Juriquilla.

Se organizo un taller con 25 horas de trabajo, donde los participantes trabajaron con los
ejemplos desarrollados en cinco sesiones. Durante este proceso, se recopilaron tres corpus de
datos. El primero, consistio en registros de discursos verbales, tales como preguntas,
comentarios, respuestas, soluciones, ofrecidos por los participantes sobre la claridad y
utilidad percibida de los ejemplos. El segundo, correspondid a una encuesta relacionada con
la percepcion general de los materiales. El tercero, con una evaluacion en el impacto en el
aprendizaje, basada en la opinion de los participantes.

El contenido de los discursos se registrd y se analizdé con la herramienta Atlas.Ti, lo que
permiti6 codificar comentarios y extraer informacién mas profunda sobre los materiales. Las
categorias identificadas como positivas fueron: Contenido, didactica y relevancia. Las
categorias sujetas a mejoras fueron: Compatibilidad con distintos dispositivos y aumento de
la cantidad de ejemplos.

En la Figura 3, se muestran resultados de satisfaccion de los ejemplos, en donde se toma la
perspectiva del Indicador Promotor Neto (IPN).

Figura 3. Evaluacion de ejemplos por especialistas.

Evaluacion- contenido de ejemplos Percepcion de aprendizaje
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valuacién del contenido ercepcion de aprendizaje
Eval jel t | P le aprendiz:

En la Figura 3, para calcular el IPN con respecto a la evaluacion de contenidos, se tuvieron
26 respuestas, de las cuales 19 se categorizaron como promotores (por los puntajes de 10 y
9), 2 pasivos y 1 detractor. Conforme el célculo del indicador, el porcentaje de promotores
(0.7307) menos el porcentaje de detractores (0.0384) mostréo que la percepcion fue del
69.23% lo que indica que la mayoria de los participantes valord positivamente a los recursos.

Al aplicar el mismo procedimiento para medir la percepcion de aprendizaje, se tuvieron 20
promotores, 6 pasivos y ningun detractor, lo que representa un [IPN=76.92%. Existe una
percepcion favorable en términos de conocimiento, comprension y habilidades, asi como la
experiencia general del usuario al trabajar con los ejemplos desarrollados.
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Evaluacion: Tras revisar los materiales y aplicar mejoras, se amplié el repositorio a 21
ejemplos y se optimizé la compatibilidad de la aplicacion para alojarla en un sitio de la
UNAM. Posteriormente, se llevo a cabo una prueba piloto con 45 estudiantes de la carrera
de Ingenieria Industrial de la FES Aragon.

El experimento tuvo como objetivo medir la efectividad del aprendizaje mediante los
ejemplos desarrollados, evaluando como varia el desempefio de los estudiantes antes y
después de la intervencion. Para ello, se aplico la prueba Mann-Whitney, bajo la hipdtesis
nula de que no existe diferencia en el desempefio entre las condiciones (es decir, antes y
después de la intervencion).

Los resultados arrojaron dos p-valores: 0.033 sin ajuste y 0.028 ajustado para empates.
Ambos valores, inferiores al nivel de significancia de 0.05, indican diferencias
estadisticamente significativas en el desempeio entre las condiciones evaluadas.

Aunado a lo anterior, la pregunta cualitativa; “;Recomendarias el recurso para alumnos de
2do semestre que estén cursando la asignatura de algebra lineal?”’, también fue analizada con
la métrica IPN, de donde se obtuvo un 82.22%, porcentaje mayor del que se habia obtenido
con los evaluadores.

Esto se reinterpreta en los siguientes términos. La intervencion basada en ejemplos
desarrollados, mediante la metodologia ABE y el disefio instruccional ADDIE, gener6 un
cambio significativo en los resultados de los participantes, lo cual respalda la efectividad de
la intervencion y sugiere que los estudiantes aprendieron de manera mas significativa al
interactuar con estos recursos.

CONCLUSIONES

Se han realizado pruebas que muestran que la integracion del ABE y un disefo instruccional
basado en el modelo ADDIE puede mejorar significativamente la ensefianza de Algebra
Lineal en el contexto de la formacion en ingenieria.

Los resultados obtenidos, evidenciados mediante el disefio de Mann-Whitney y valores
obtenidos de p, indican que los estudiantes que interactuaron con los ejemplos desarrollados
experimentaron una mejora significativa en su desempefio, en comparacion con la medicion
inicial. Ademas, el recurso obtuvo un IPN del 82.22% por parte de los estudiantes en la
prueba piloto, lo que sugiere una alta aceptacion y percepcion de utilidad que respalda el
potencial de ejemplos desarrollados.

Esto confirma que la metodologia aplicada facilité una comprension mas profunda y una
mayor capacidad para aplicar conceptos de algebra lineal en contextos reales. Asimismo, se
reconoce que la retroalimentacion de especialistas coadyuvé a promover una experiencia de
aprendizaje activo y significativo. Se responde positivamente a la pregunta de investigacion,
ya que se lograron desarrollar ejemplos innovadores y recursos educativos que, mediados por
tecnologia, potencian la resolucion de problemas y mejoran el desempeiio estudiantil. Es
importante, en el contexto del proyecto, continuar con el desarrollo de mas ejemplos,
asimismo, ampliar la muestra y aplicar este enfoque en otros contextos o asignaturas.
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