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92 Concurso de Ciencias Basicas de la ANFEI

Ronda final de (Matematica)

Ejercicio 1. Tiempo: 10 minutos.

Una masa unida a un resorte se libera desde el reposo a 0.15 metros por debajo de la
posicién de equilibrio y comienza a vibrar. A los T segundos, la masa es golpeada por un
martillo que ejerce un impulso de magnitud 3 N sobre la masa de 1 kg, la constante del
resorte es k = 9N/m. Calcule el trabajo que realiza el resorte sobre la masa desde t; = 7
segundos hasta un tiempo t2= zn segundos, el resorte se acerca o se aleja de la posicion sin

deformacion.

2k
m »———.—l-l’)m
N - — —x=015m

SOLUCION:

- . . iy daz
El modelo matematico que describe la situacion de este resorte es: md—tf + kx = f(t)

Sustituyendo valores se obtiene: X+ 9x = f(t) donde f(t) es la fuerza impulsora dada
por:

ft) =36(t—m)

Con las condiciones iniciales: x(0) = 0.15 y x=0
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De 0 am segundos el sistema mecanico presenta vibraciones libres no amortiguadas por

gue se comporta como un oscilador armodnico.

A los  segundos el matillo golpea a la masa y provoca que ésta presente vibraciones

forzadas.
Para resolver la ecuacién X + 9x = f(t) aplicaremos transformadas de Laplace a ambos

lados de la ecuacidn diferencial:
L{X}+9L{x} = 3L{6(t — )}

s2X(s) — s x(0) — x(0) + 9X(s) = 3e™™

X(s) = 0.15s + 3™
5) = s24+9

Aplicando transformada inversa de Laplace a esta expresion, (forma inversa del segundo
teorema de traslacion) se obtiene la expresion para el desplazamiento de la masa en funcidn

del tiempo.

x(t) = 0.15 cos(3t) + sen[3(t — m)]u(t — m)

Al graficar esta funcion:

=]

1.011

- 1.011

=)
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Respuesta natural o transitoria del sistema x.(t) = 0.15 cos(3t)

Respuesta forzada o de estado estable del sistema x,(t) = sen[3(t —m)]u(t —m)

Para obtener el trabajo realizado por una fuerza F, ejercida por un resorte sobre una masa
durante un desplazamiento finito de la masa, desde t; hasta t;

dW = —Fdx = —kxdx

1
W, =— f kx dx =Ek(x1 — x%)
X1

Para obtener los desplazamientos x1 y Xz sustituimos los tiempos en la ecuacién:
x(t) = 0.15 cos(3t) + sen[3(t — m)u(t — m)
Parat=m = x(m) = 0.15cos(3rw) + sen[3(m — m)]u(r — ) = —0.15m

5
Parat=zn =

5 5
x(zn) = 0.15 cos (3 (Zn)> + sen

5
x(Zn) = 0.8132m

Sustituyendo en la ecuacidn del trabajo:

1
Wi, = —Ek(x1 - xz)
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Wy, = —%(9 %) ((0.15m)? — (0.8132m)?) = 2.8746]

El signo negativo significa que la masa se aleja de la posicidon de no deformacién del
resorte.

Ejercicio 2. Tiempo: 15 minutos

En un concurso de Robots seguidores. El Robot sigue una particula que se mueve desde el
origen a una rapidez de 20 cm/s en direccidn del eje y positivo, manteniendo la distancia
minima con la particula. La rapidez del robot es de 20 cm/s.

La posicién inicial del robot es (15, 0).

a) Durante los ensayos previos, a un participante se le descompone el sensor de
proximidad. El participante decide programar la trayectoria del seguidor. ¢Cudl es
esta trayectoria si la particula continua su movimiento sobre el eje y?

b) ¢CAmo se daria cuenta el jurado de la trampa del participante?

Robot

Particula

(15,0)
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Particula P

P(0,20t)
R(x, y)

(15, 0) .
SOLUCION:

En el instante en el que inicia la persecucidn, la particula parte del origen, con una velocidad
de 20 km/h, por lo tanto, en cualquier instante t, la posicion de la particula sera (0,20t)

Asi para cualquier tiempo t, la recta PR sera tangente a la trayectoria buscada, es decir:

dy _yi—y._20t—y
dx x;—x, —X

O bien. —xZ =20t -y
dx

Derivando respecto a x

d?y dy 2Odt dy
dx? dx dx dx

dt
Para obtener —
dx

La longitud de arco lo podemos obtener como:

dt

1+
dx y

Aplicando la regla de la cadena
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dt  dtdl 1

2
dx _dldx 1+y

Donde:

e veslarapidez del robot.
e Elsigno negativo indica que, al aumentar /, x disminuye.
e Combinando estas dos ecuaciones se obtiene:

Sustituyendo
dt 2
= 1+y en

d?y dt

—x—2 =20—

dx? dx

Se obtiene:
&y 20 2
dx2 v 1+ y

Ecuacion de segundo orden, para resolver esta ecuaciéon proponemos el cambio de

. ,_d
variable y'= d—z =w.

Entonces xw’ = ? 1+ w? como v =20cm/s xw’ =1+ w?
Resolviendo por separacion de variables e integrando

ln[w + m] = In(xC;)
aplicando exponenciales

w+V1+w? =C(Cx Solucidn general

Aplicando la condiciéon six=15y w =0 se obtiene: C; = 157
Sustituyendo C; y despejando w de esta ecuacién se tendra:

w+V1l+w?=_Cx se obtiene W+\/1+W2=%

Despejando w

X 7.5 d d X 7.5
w=——— Como W=—y,ent0nces: F_X_ 2
30 X dx dx 30 x
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. ., . . x%  15in(x
Resolviendo de nuevo por separacion de varaibles, se obtiene: y = P ( )+ C,
Aplicando la condicién inicial, x =15 cuando y = 0 y tomando

152
C, =7.5In(15)—— = 16.56
60
Sustituyendo en la ecuacidn anterior se encuentra que C, = 16.56
Por lo tanto, la ecuacién anterior se escribe como:
2
X 15In(x
Y=g ()+16 56 parax en (0,15]
GeoGebra Calculadora CAS < ABRIR SESION
SR i R %
152 3
5o~ 75 In(15) +/16.5603: is0 2
~—8.2666 - 10° oy
152
7.5 In(15)
60 =30 =20 =10 [} 10 20 30 40
~16.56037650827
; —10 1
7.5 In(x) + 16.56037650
60 (4
© 15 1, 33120 Ton
= 3 M+ 55 X+ 000 ¢
+ S

123 f(x) ABC #&»

El Jurado se daria cuenta de la trampa deteniendo la particula, y esta seguiria la
trayectoria programada. Con el sensor el robot se deberia acercar a la particula con el uso
del sensor.

Ejercicio 3. Tiempo: 10 minutos

Un fugitivo se halla con un bote en el centro de un estanque de radio R, encontrandose su
perseguidor en el borde de este. La rapidez del perseguidor es kv, siendo v la rapidez del
fugitivo. Para alcanzar el borde del estanque el fugitivo utiliza la estrategia de colocarse en
sentido radialmente opuesto a la del perseguidor mientras sea posible. ¢A través de qué
trayectoria se movera el fugitivosiR =1km,k =15yv = 3m/min?
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Solucién:

Integrando

Para las condiciones mostradas en la figura, C = 0, y estableciendo un sistema de referencia
polar en el centro de la circunferencia, las coordenadas del fugitivo estarian dadas por

(p, 8 + m), ya que el fugitivo pretende mantenerse en posicion diametralmente opuesta al
perseguidor.

La velocidad del fugitivo seria:

U =(p, pb)
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vE = p? = p? + p2§?2

Sustituyendo el valor de 6

k2?2
Rz P

v:=p2+

Despejando p

k2
p=vl-m3p

Separando variables e integrando

vdt

)

= o)
vt =sin (5P

Despejando p

_R (kvt>
p—ksm R

Con lo que tenemos las paramétricas polares como
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_R (kvt)
p—ksm R

Rm
Para 0 <t<—

o="V, . “
_? T

( R (kvt>
p =—sin|—
k R Rm 2R7
Para —<t<——

kv kv — kv

Ejercicio 4. Tiempo:10 minutos

En un laboratorio de la ciudad de México, el cual se especializa en verificar la rigidez de los
materiales al dejarlos caer de cierta altura. Los investigadores han planteado una
expresion experimental para su aceleracion,

m Kpv?A

g¢T T2

+m

donde g es la aceleracién de la gravedad (9.81m/s?), m es la masa del material, K es su
coeficiente de forma, A es el drea de la proyeccion de la bola sobre un plano normal al
movimiento, v es su velocidad y p es la densidad del aire. Se establece que una bola de
material (cuyo disefio se reserva el fabricante) debe soportar maximo una velocidad de
impacto de 23 m/s. Sabiendo que m = 0.5 kg, r = 6.25cm, K = 1.0s?/m, p =
1.29kg/m3 es lanzado desde el reposo. Justifique si el material sufrird o no dafio alguno
al impactar en el suelo.

Solucién.

La aceleracion de la particula es dada por la expresion:
a(v) = 9.81 — 0.01583v2.

Escribir la aceleracion utilizando la regla de la cadena:

10
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dv
a(v) = Ve

Integre

f” vdv _fyd
, 9.81-001583v2 ), ©7

- _ 2y _ —
oa1ge (981 — 0.01583v%) — In(9.81)]

La expresion para la velocidad es:

v =,/619.57(1 — e~0-03166y),
Su velocidad terminal es de 24.9m/s.

En conclusidn, el objeto se rompe para valores suficientemente grandes de y.

Ejercicio 5. Tiempo: 15 minutos.

Un robot industrial que se mueve a una rapidez de 2 m/s horizontalmente, se encarga de
verificar el proceso de combustion de ciertos materiales inflamables. Para este caso, una
mecha rigida es banada en este liquido el cual hace que se consuma a una rapidez de 0.5
m/s. El robot industrial hace que la mecha de 1.5 m de longitud gire de manera constante
con una frecuencia de 1 Hz manteniendo una depreciacion de 30°. Indique la posicién del

extremo de la mecha después de 2 s, si se sabe que su posicion inicial con respecto al

punto de partida del robot es (%\E, 0, _73).

Solucion:

Determinando la longitud restante del material para cualquier instante.

L=L0—Uct

Para el movimiento “circular” tenemos:

11
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V3wl

vT= >

Por lo que el vector velocidad quedarian como:

o V3wl V3wl 1%
Ur = (- sen(wt + 1) + 2, cos(wt + m), sy

Por lo que el vector posicién en cualquier instante quedaria como

V3(Lo — v,t V3,
7= Mcos(wt+n)+ “sen(wt + ) + 2t,
2 2w
V3(L, — v,t V3v, 3 v
Msen(wt+n)— Ccos(wt + ), — =+ =t
2 2w 4 2

Por lo que al evaluar obtenemos la posicién final (3.567,0.0889,-0.25)
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